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Prérequis : Différentiabilité sur un ouvert de Rn.

I Théorème d’inversion locale

1) Énoncé et premières variantes
Définition 1. Soient U un ouvert de Rp et V un ouvert de Rq, pour
p, q ∈ N [?]. Une application f : U → V est un difféomorphisme de classe
Ck si elle est bijective de réciproque Ck.

Exemple 2. Tout intervalle ouvert de R est difféomorphe à R.

Théorème 3 (Théorème d’inversion locale). Soient U un ouvert de Rn,
a ∈ U et f : U → Rn de classe Ck. On suppose que la matrice jacobienne
Df(a) est inversible. Il existe alors un ouvert V ⊂ U contenant a tels que
f |V soit un difféomorphisme de classe Ck de V sur f(V ).

Exemple 4. L’application f : (x, y) 7→ (x2 − y2, 2xy) est un difféomor-
phisme de classe Ck au voisinage de tout point de R2 \ {0}.

Remarque 5. L’équation f(x) = y admet une unique solution dans V
donnée par x = f−1(y), mais pas en dehors de V .

Définition 6. Un difféomorphisme local est une application de classe
Ck d’un ouvert U de Rn dans Rn dont la différentielle en tout point est
inversible.

Remarque 7. Dans le théorème d’inversion locale, on dit alors que f est
un Ck-difféomorphisme local en a.

Exemple 8. L’application (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ) est un difféomor-
phisme local de ]0,+∞[×R sur R2 \ {0}.

Théorème 9 (Théorème d’inversion globale). Soient U un ouvert de Rn

et f : U → Rn de classe C1. On suppose que f est injective sur U et que,
pour tout x ∈ U , la matrice jacobienne Df(x) est inversible. Alors f(U)
est un ouvert de Rn, et f est un C1-difféomorphisme de U sur f(U).

Contre-exemple 10. La fonction f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x2 − y2, 2xy)
est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de R2 \ {(0, 0)},
mais n’est pas un difféomorphisme global.

2) Applications
Changement de coordonnées

Définition 11. On appelle changement de coordonnées sur V ⊂ Rn la
donnée de n fonctions f1, . . . , fn : V → R telles que f = (f1, . . . , fn) soit
un difféomorphisme C1 de V sur f(V ).

Théorème 12. Soient f1, . . . , fn des fonctions de classe C1 au voisi-
nage de a ∈ Rn. Les relations ui = fi(x1, . . . , xn) pour tout i ∈ J1, nK
définissent un changement de coordonnées sur un voisinage de a si, et
seulement si, le déterminant jacobien est non nul.

Racine k-ième d’une matrice

Application 13. Soient k ∈ N? et A ∈ Mn(R). Si A est suffisamment
proche de In, alors il existe B ∈Mn(R) telle que Bk = A.

Lemme de Morse

Lemme 14. Soit A0 ∈ GLn(R)∩Sn(R). Alors il existe un voisinage V de
A0 dans Sn(R) et ρ : V,GLn(R) de classe C1 telle que pour tout A ∈ V ,
on a t

ρ(A)A0ρ(A).

Théorème 15 (Lemme de Morse). Soient U ⊆ Rn un ouvert, f : U → R
une fonction de classe C3, telle que df0 = 0 et d2f0 est non dégénérée de
signature (p, n− p). Alors il existe deux voisinages de l’origine dans Rn,
liés par un C1-difféomorphisme ϕ : x 7→ u, avec ϕ(0) = 0 et :

f(x)− f(0) = u2
1 + . . .+ u2

p − u2
p+1 − . . .− u2

n =
p∑

i=1
u2

i −
n∑

i=p+1
u2

i

II Théorème des fonctions implicites

1) Énoncé du théorème
Théorème 16 (Théorème des fonctions implicites). Soient U un ouvert
de Rn×Rp, (a, b) un point de U , et f : U → Rp une application de classe
C1. On suppose que f(a, b) = 0 et que la matrice jacobienne Dyf(a, b),
formée des dérivées partielles par rapport à y, est inversible. Alors l’équa-
tion f(x, y) = 0 peut être résolue localement par rapport aux variables y :
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il existe un voisinage ouvert V de a dans Rn, un voisinage ouvert W de b
dans Rp, avec V ×W ⊂ U , et une application ϕ : V → W , de classe C1,
unique, telle que :

(x ∈ V, y ∈W et f(x, y) = 0)⇔ (x ∈ V et y = ϕ(x))

Exemple 17. L’équation x2+y2−1 = 0 définit deux fonctions implicites :

ϕ1 : ]− 1, 1[ −→ ]0,+∞[
x 7−→

√
1− x2

et ϕ2 : ]− 1, 1[ −→ ]−∞, 0[
x 7−→ −

√
1− x2

2) Différentielle de la fonction implicite
Développement limité

Exemple 18. Soit f : R2 −→ R
(x, y) 7−→ sin y + xy4 + x2

. Par le théorème

des fonctions implicites, il existe V et W des voisinages ouverts de 0
dans R et ϕ : V → W de classe C∞ telle que ϕ(x) = y. Cette appli-
cation ϕ admet un développement limité à l’ordre 6 au voisinage de 0 :
ϕ(x) = −x2 − x6

6 +O(x7).

Expression générale

Remarque 19. Le théorème des fonctions implicites assure l’existence
de Dϕ(x) sur V .

Proposition 20. On a Dϕ(x) = −(Dyf(x, ϕ(x)))−1 ◦Dxf(x, ϕ(x)).

Exemple 21. En reprenant l’équation x2 + y2 − 1 = 0, on obtient
2x + 2yy′ = 0 en dérivant par rapport à x. y étant pris sur un ouvert
de sorte que y 6= 0, on peut finalement écrire que ϕ′(x) = y′ = −x

y .

3) Application
Proposition 22. Soient P0 ∈ Rn[X] et x0 une racine simple de P0. Alors
il existe une application ϕ de classe C∞ définie sur un voisinage U de P0
dans Rn[X] à valeurs dans un voisinage V de x0 dans R telle que :

∀P ∈ U, ∀x ∈ V, x = ϕ(P )⇔ P (x) = 0

Définition 23. On dit que la racine x0 dépend localement du polynôme
P0 de manière C∞.

III Applications aux sous-variétés

1) Sous-variétés
Définition 24. Une partie M de Rn est une sous-variété de Rn de classe
Ck et de dimension d si, pour tout a ∈ M , il existe un voisinage U de a
dans Rn et φ : U → Rn un difféomorphisme sur son image tel que :

φ(U ∩M) = φ(U) ∩ (Rd × {0})

On dit que (U, φ) est une carte locale en a.

Théorème 25. Soit M une partie de Rn. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) M est une sous-variété de classe Ck et de dimension d.
(ii) Pour tout a ∈ M , il existe un voisinage U de a dans Rn et des

applications g1, . . . , gn−d : U → R de classe Ck telles que :
(a) Les formes linéaires dxg1, . . . , dxgn−d sont linéairement indé-

pendantes pour tout x ∈ U .
(b) U ∩M = {x ∈ U | ∀ i ∈ J1, n− dK, gi(x) = 0}

2) Espaces tangents
Définition 26. Soit M une sous-variété de Rn. Un vecteur v ∈ Rn

est dit tangent à M en a ∈ M s’il existe une application différentiable
γ : ]− ε, ε[→ Rn, où ε > 0, telle que :
(i) ∀ t ∈ ]− ε, ε[, γ(t) ∈M
(ii) γ(0) = a, γ′(0) = v

On note TaM l’ensemble des vecteurs tangents à M en a, appelé espace
tangent à M en a.

Théorème 27. L’ensemble TaM est un sous-espace vectoriel de Rn de
dimension d.

Lemme 28. Soit `1, . . . , `d des formes linéaires sur Rn qui sont linéaire-
ment indépendantes. Alors dim

⋂n−d
i=1 Ker `i = n− d.

Proposition 29. Soit M une sous-variété de dimension d de Rn. Soient
a ∈M et U un voisinage de a dans Rn. Soient g1, . . . , gn−d : U → R des
fonctions de classe Ck telles que :
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(i) Les formes linéaires dxg1, . . . , dxgn−d sont linéairement indépen-

dantes pour tout x ∈ U .
(ii) U ∩M = {x ∈ U | ∀ i ∈ J1, n− dK, gi(x) = 0}

Alors TaM =
⋂n−d

i=1 Ker dagi.

3) Extrema liés
Définition 30. Soit M une sous-variété de Rn. On dit qu’une fonction
f : Rn → R a un extremum lié (ou relatif) en a ∈ M s’il existe un
voisinage U de a dans Rn tel que f(a) est un extremum de f sur M ∩U .

Théorème 31 (Extrema liés). Soit U un ouvert de Rn. Soient g1, . . . , gk

des fonctions de classe C1 de U dans R telles que les formes linéaires
dxg1, . . . , dxgk sont linéairement indépendantes pour tout x ∈ U . Posons :

M = {x ∈ U | ∀ i ∈ J1, kK, gi(x) = 0}

Alors, si f a un extremum lié en a ∈M , il existe λ1, . . . , λk ∈ R tels que :

daf =
k∑

i=1
λk dagi

Ces réels λ1, . . . , λk sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Développements
— Lemme de Morse (14,15) [Rou]
— Extrema liés (28,29,31) [Ave]
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Annexes
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Figure 1 – Théorème d’inversion locale
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Figure 2 – Théorème des fonctions implicites
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Figure 3 – Sous-variété
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Figure 4 – Vecteur tangent à V en a
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